Algebra a,b,c,x €R
1. Kvadratsetning;:

2. Kvadratsetning:
Konjugatsetningen:
Andregradslikningen:

Trigonometriske identiteter

sin 6
cos 6

tanf =

Anvendt matematikk formelsamling versjon 21

(a+b)? = a% + 2ab + b?
(a —b)? = a® — 2ab + b?
(a+b)(a—b) =a®—b?
az® +br +c=0= g = =bEvb—dac

fecR neZ

sin @ = sin(f + 2xn)

cos 6 = cos(f + 2xn)

sin? 0 + cos? 6 =1

sin(—f) = —siné

tan 6 = tan(f + =n)

in(0+ T) = + cos
cos(—0) = cos ZLI;((G 4 37)) _ Zc.)bo
tan(—0) = —tan 6 2) = Fsin

tan(f £ 5) = +tand

sin(m — @) = sin 6
cos(m — @) = —cos b
tan(m — 0) = —tanf

sin(nm) =0
cos(nm) =

(="

tan(nm) =0

sin(a + b) = sinacosb & cosasinb

cos(a £ b) = cosacosb Fsinasinb

sina + sinb = 2sin 2 “ib - COS m

cosa + cosb = 2cos “+b

cosa — cosb =

—b
2
a

—2sin “*b - sin ;b

Potenser og rotter a,b,n,m € R™ Lk eN

0 grader sinf cosf tané
0 0° 0 1 0
s o 1 \/g \/g
s 30° 3 5 5
s o A2 V2

T 45 L o 1
T o \/g 1

5 60° 9 5 V3
Z.90° 1 0 oo
21 o V3 1

F 1200 5 =5 V3
3 o V2 V2
smo135e 2 —¥2 ]
57 o 1 \/§ \/§
T 05 =%
m 180° O —1 0
T o 1 V3 V3
G 2100 -5 =% %
51 o \/§ \/§

°r 2250 -2 2]
47 o \/g 1
ToA0° - -3 VB
3T 270° -1 0 +£o0
5 o \/§ 1
e
T o \/5 \/5

Ir 315° —¥2 2 ]
11w o 1 V3 V3
To3307 =3y =%
2r 360° O 1 0

Derivasjon mhp z

== (g>” -z a'/" =z sikat =aq
A =
a"=a-a---a b br no_ 1/n
a® = en-lna 0" =0 \/& - 1/2 (C)/ =0
o 0—”_1_1_(2) \/a,: a=a (cu)’ —;
a =1 on 0 Ygm = g™/ = (am)l/” (u+ ,U)/: u + v
a~ " = i (—1)}1C = 1 (kpartall) Va-b= % Vb (wo)  =u'v+w'
a™ k
—1)® = —1 (k oddetall n N wv—uv’
Qv — gm o g ( )k - 1 ](€ o kea ) % _ l/& (5) _ =
men _ a" (—a)® = (- )k. “ Vb u(v) = (v)
a = ar —a)_k _ (—i) v—a = \f (n oddetall) (.”L'n)/ |
Q™ = (am)n a vV —a Q R (n ikke oddetall) I 1
(_a)O =1 (\/E) — 2yz
(a-b)"=a"-b" Vaz-b=a-vb (1’ -1
00 =1 eller () z = T2
(a®) a®*lna
. . (e*) =e*
Logaritmefunksjonen log, =
. . . . . (e) = ce
Funksjonen log, = er definert som inversfunksjonen til a”.
Diog, 2 = RT, Viog, = = R og har felgende egenskaper:
Integrasjon
loga (I ' y) = loga T+ loga Yy
[atde = 2 R 2"t ¢

loga (x> = loga T — loga Yy
Y

log, (") =r-log, =
log,, _log,
~ log,a
log,1=0
log,a=1
log,a® ==
Et par rekker

ia«k”:li
Zn k= 1_

1—k)

log,xmeda = 2,a = eog
a = 10 er definert slik:

lgz =logy,x
Inz =log, x

logz =logyx

der —1<k<1

der —1<k<1

[Ldr=Inlz|+c
faw+bda:— LInjaz + b+ ¢

fsmamdx:—%cosam—i—c
_ 1
Jcosaxdr = L sinax +c
T —_—
fa dzflnaa +c

x)der = f(z

fa f (g(w))

12 ()

ol RlR wE NN

o

Der a, b og c er konstante, u og v er funksjoner av z.

(sinz)’ = cosx
(coszx) = —sginz
(tanx)’ = 1

sin(ax + b)' = acos(ax + b)

cos(ax + b) = —asin(ax + b)

tan(az + b)'= ot
nt ey =
(cos™la) = - 11_12
(tan~tz) = 1_&12

(Inz) =1

(logy ) = iy

2l -5

[t = b ) o

fCOngdx—tan:U—Fc

_ __1
f:,ln a:dm tanx tc

J e dx = Eem +c

fuv’:uvffu’v
ff

g(b )
fg(a



Brokregning

1 -1 2.1 1-2
1 1 1

Omregning av lengder

pm mm cm dm m km mil
1 0.001 0.0001  0.00001 0.000001 0.000000001 0.0000000001
1000 1 0.1 0.01 0.001 0.000001 0.0000001
10000 10 1 0.1 0.01 0.00001 0.000001
100000 100 10 1 0.1 0.0001 0.00001
1000000 1000 100 10 1 0.001 0.0001
1000000000 1000000 100000 10000 1000 1 0.1
10000000000 10000000 1000000 100000 10000 10 1

Omregning av kvadrat

um? mm? cm? dm? m? km? mil?
1 0.000001 0.00000001 11010 11012 11018 110720
1000000 1 0.01 0.0001 0.000001  1-10~12 11071
100000000 100 1 0.01 0.0001 1-10710 110712
10000000000 10000 100 1 0.01 0.00000001 1-10~10
1-10'2 1000000 10000 100 1 0.000001 0.00000001
1-1018 1-10'2 10000000000 100000000 1000000 1 0.01
1-10%° 1-1014 1-10*2 10000000000 100000000 100 1
Omregning av kubikk
um? mm?3 cm? dm? m? km? mil®
1 0.000000001 1-10-* 1.107 % 110718 1.107%7 1.107%0
1000000000 1 0.001 0.000001 0.000000001  1-10~1® 11072
1-10%2 1000 1 0.001 0.000001 1.1071° 1.10718
1-10% 1000000 1000 1 0.001 1.10712 1-.10715
1-10* 1000000000 1000000 1000 1 0.000000001 1-10~12
1-10%7 1-10'® 1-10**  1.10'* 1000000000 1 0.001
1-10%° 1-10* 1-10%  1.10'° 1-10*2 1000 1
Geometriske figurer i planet Geometriske figurer i rommet
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7
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i
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r
Sektor % = 7'('7‘20 <‘ b b=1r0 Kule %

(atb)h
Trapes sl

Sirkel wr? mr(r +s)
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Prosent, promille

1
1 prosent = 1 hundredel = 1% = 100 = 0.01

1
— =0.001
1000 — 00

1 promille = 1 tusendel = 1% =
Mengder

En mengde er en samling av elementer. Folgende notasjon
kan brukes, der S og T" er mengder:

acsS a er elementi S

adsS a er ikke element i S

SuT Unionen av S og T' (inneholder alle
elementer i S og T' til sammen)

SNT Snittet av S og T (inneholder alle ele-

menter felles for S og T')
0 Den tomme mengden (inneholder in-
gen elementer)
S er en delmengde av 7" (1" innehold-
er minst alle elementene til )

SCT

Grader og radianer

En vinkel n° i grader kan regnes om til en vinkel 4 i radian-
er med formelen

U o
b= Too"
Motsatt har vi
o 180°
n’® = 0
™

De trigonometriske funksjonene relateres til sidelengdene i
en rettvinklet trekant pé felgende mate:

sinf = &
c c
. ¢ b N
siné _ tanf = 2 *
cos 6 a

Tilnaermet beskrivelse av et periodisk fenomen ved hjelp
av en cosinuskurve

Et periodisk fenomen kan ofte tilpasses med funksjonen

2
y = Cy + C cos (;(t —t0)>

Periode T

} Amplitude

Sirkelfrekvens/vinkelfrekvens/vinkelhastighet

Hvis T' er perioden til en harmonisk svingning, s& kaller vi
sterrelsen 27 /T svingningens sirkelfrekvens w
2m 2m
= — & T=—
YT w
La w veere et positivt tall. Funksjonene cos wt og sinwt gir
harmoniske svingninger med sirkelfrekvens w og periode
T =27/w.

For vilkarlige trekanter i planet gjelder

Areal = $bcsin A

a? =b%+ 2 — 2bccos A

sinA __ sinB __ sinC
a ~— b T ¢

Tall

Tall kan beskrives geometrisk som punkter pa en tallinje:

i ] L] [ L

1 E 2

1 L1 1
-2 -1 .2 0
l-’

]
2 3w 4
3

2

Tall kan ogsa defineres som mengdene N, Z, Q, R slik:
Naturlige tall N = {1,2,3,...}
HeletallZ=1{...,-2,-1,0,1,2,...}
Rasjonale tall Q = % dera,beZogb#0

Reelle tall R = Alle tall péa tallinjen
Irrasjonale tall = Reelle tall som ikke er rasjonale

NCZCQCR

Ulikheter

Hvis a, b, ¢ € R sd har vi:

a<b = a+c<b+c

a<b = a—-c<b-c
a<bogc>0 = ac<bc
a<bogc<0 = ac>bc

a<b = —a>-b

a>0 = 1>0

a
a,b>0ellera,b<0 = a<b=>f>%

Andregradslikningen

Hvis z = z¢ og x = x er lesninger av az? + bz + ¢ = 0, s8
har vi felgende:

az® + bz +c=a(z — xo)(x — x1)
To+T1=——
a

C
o X1 = —
a

Symmetrilinjen til funksjonen f(z) = az? + bx + c ligger pa

b

2a

Pytagoras’ setning

I en rettvinklet trekant med katetlengder a og b og hy-
potenuslengde c sa har vi

a’>+ v =¢?




Intervaller

En delmengde av tallinja kalles et intervall om den in-
neholder minst to tall og inneholder alle reelle tall mellom
to vilkarlige elementer i delmengden. Et linjesegment av
tallinja er et endelig intervall. Et ubegrenset omrade av
tallinja er et uendelig intervall. Et intervall er lukket om
det inneholder begge endepunktene, apent om det ikke in-
neholder noen endepunkter og halvapent om det innehold-
er ett av endepunktene men ikke det andre. Punkter i inter-
vallet som ikke er endepunkter kalles indre punkter. Vi har
felgende typer intervaller:

Notasjon Mengde Type

(a,b) {zla <z <b} Apent, endelig

[a, b] {z|la <z <b} Lukket, endelig

[a,b) {z|la <z < b} Halvapent, endelig

(a,b] {z|la <z <b} Halvapent, endelig

(@, 00) {z|x > a} Apent, uendelig

[a, 00) {z|x > a} Lukket, uendelig

(—o0,b)  {z]z < b} Apent, uendelig

(—00, b] {z|z < b} Lukket, uendelig

(—o00,00) R Apent, lukket, uendelig
Gjeldende siffer

Antall gjeldende siffer er det totale antallet siffer unntatt
eventuelle nuller til venstre.

Standard form

a-10"

Gjeldende sifferia - 10" er lik gjeldende siffer i a.

Sifferregel 1

Nér et tall y kommer frem ved multiplikasjon og/eller di-
visjon fra tall y1, 92, . . . , Y, sd kan y angis med like mange
gjeldende siffer som det av tallene y1, 42, . . ., y, som har feer-
rest gjeldende siffer.

Sifferregel 2

Naér et tall y kommer frem ved addisjon og/eller subtrak-
sjon fra tall y1, y2, . .., ¥r, 5d kan y angis med like mange
desimaler som det av tallene y1, yo, . . ., ¥, som har feerrest
desimaler.

Repeterende desimaler

=23
=2.124

2.333333333 ...
5.124242424 . ..

Absolutt ekning

Absolutt gkning = ny verdi — gammel verdi = 21 — zo

Relativ ekning

absolutt ekning 2, —z

Relativ gkning = sammel verdi o

Vekstfaktor

Vekstfaktor = — 2 Yorct verdi 0
gammel verdi ¢

Hvis den relative gkningen er p % sa har vi

Vekstfaktor = 1 + na

100
p = (Vekstfaktor — 1) - 100

A oke med p % er det samme som & gange med 1 + 155+

Geometrisk folge

Den geometriske folgen er gitt ved

a,ak,ak?, ak®, ak*, . ..

I en geometrisk folge med kvotienten k er ledd nr. ¢ gitt ved
a; = k' 1. a1 der a4 er det forste leddet. Summen av et visst
antall av leddene i denne folgen kan skrives pa forskjellige
mater:

11—k kKt —1
a+ ak + ak® + --+ak”_1:a1_k :ak—l

_k.n+1 kn+1_1
a+ak+ak’>+---+ak"=a T % =a ]

Summetegnet ) hjelper oss til 4 skrive en sum med mange
ledd pé en kompakt mate:

n
S oy —ar tastas o
k=1

+an—1+an

Den greske bokstaven ¥ star for “sum”. Summasjonsindek-
sen k sier hvor summen starter (tallet under 3-symbolet) og
hvor den slutter (ved tallet over ¥-symbolet).

Regneregler for summetegnet

sum

Zak+bk Za}c+zbk
1
ak—bk Zak—Zbk

1 =

n n
E C-Qap = C- E (0%
k=1 k=1

?.
Il

differanse

M:

B
Il

konstant multippel

konstant verdi

o

I
3
o

k=1

Noen vanlige endelige summer

k= w De n forste heltallene
1

nn+1)(2n+1)

2 _
K 6

De n forste kvadratene

M= 7

x>
=

De n forste kubene



Gjennomsnittet av tallene x4, zo, . . ., 2, er gitt ved

Logikk
For utsagn P og () betyr folgende utsagn det samme:
— P = @ (leses “P impliserer Q")
— P bare hvis
— Qhvis P
— Hvis Psa @
— P er en tilstrekkelig betingelse for Q)
— @ er en nedvendig betingelse for P

For utsagn P og @ betyr folgende utsagn det samme:
— P < @ (leses “P er ekvivalent med Q")
—Q=>PogP=>Q
— P hvis og bare hvis Q)
— @ hvis og bare hvis P
— P er en nadvendig og tilstrekkelig betingelse for Q)
— Q@ er en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for P

Absoluttverdi
Hvis a, b, x € R sa har vi:

2] z hvisz >0
x|l =
—z hvisz <0

| —a| = lal
| —a| # —al
jab| = |a| |t
4] _ Ja
bl ol

la+ 0] <la|+ b (trekantulikheten)

Hvis a > 0 har vi:

|z] = a hvis og bare hvis z = +a

|z| <a hvisogbarehvis —a<z<a

|z] > a hvisogbarehvis z >aellerz < —a
|z <a hvisogbarehvis —a<z<a

|z| > a hvis ogbarehvis z > aellerz < —a

Kvadratroten til z2

Er relatert til absoluttverdien av x pa felgende mate:

Va? = |z

Funksjoner

En funksjon fra en mengde D til en mengde V er en regel
som tilordner ett (unikt) element f(z) € V til hvert element
z € D.Mengden D med alle mulige inputverdier kalles
definisjonsmengden til funksjonen. Mengden av alle ver-
diene til f(x) nar « varierer gjennom hele D kalles verdi-
mengden til funksjonen. En funksjon kalles empirisk om
den er laget pa grunnlag av et obervasjonsmateriale.

Voksende, avtagende og monotone funksjoner

La f veere en funksjon definert pd et intervall I og
la 21 og w2 veere to vilkdrlige punkter i /. Da har vi:
1. Hvis f(z1) < f(z2) ndr z; < z9,sd er f voksende pa I.
2. Hvis f(z1) > f(x2) ndr z; < x9,sd er f avtagende pa I.
En funksjon som enten er voksende eller avtagende pa I
kalles monoton pa I.

Linjer i planet

Stigningstallet a til en ikkevertikal linje gjennom punktene
(x0,%0) 0g (x1,y1) er definert som

En linje med stigningstall a som gar gjennom punktet
(21, y1) kan beskrives med likningen

y=1y +alx—x)

En horisontal linje gjennom punktet (z1, y;) kan derfor
beskrives med likningen y = y;. En vertikal linje gjennom
punktet (z1,y1) kan beskrives med likningen x = ;.

En linje med stigningstall a og konstantledd b kan beskrives
med likningen

y=axr+b i

Alle linjer kan skrives pa normalformen
Ax+ By=C

der A og B ikke begge er lik null.

Polynom
En funksjon p(x) er et polynom hvis
p(z) =ap+ a1z +---+ 12" + apz™

hvorn € Nogag,a1,az,...,a, € R(ogkalles koeffisien-
tene) til polynomet. Alle polynomer har definisjonemengde
(—00, 00). n kalles graden av polynomet.

Rasjonale funksjoner

En rasjonal funksjon er et forhold mellom to polynomer:

der p og ¢ er polynomer. Definisjonsmengden til en rasjonal
funksjon er mengden av alle z € R der ¢(x) # 0.

Proporsjonalitet

To variable = og y er proporsjonale til hverandre hvis den
ene alltid er en konstant multippel av den andre, dvs:
y=kx = Yy ox

for en eller annen konstant & # 0.



Sammensatte funksjoner

Hvis f og g er funksjoner, sa er den sammensatte funksjo-
nen

(fog)(@) = flg(x))

Definisjonsmengden til f o g bestédr av tallene « i definisjons-
mengden til g der g(z) ligger i definisjonsmengden til f.
Flytting/modifisering av grafer

En graf kan flyttes vertikalt ved a legge til en konstant :
Hvis k > 0 sa har vi:

f(z) +k Flytter grafen til f opp lengden k
f(z) —k Flytter grafen til f ned lengden k
f(xz+ k) Flytter grafen til f lengden k£ mot venstre
f(x — k) Flytter grafen til f lengden k mot hoyre
Hvis k > 1 sa har vi:
kf(xz)  Strekker grafen til f vertikalt med faktoren k
+f(z)  Krymper grafen til f vertikalt med faktoren &
f(kx)  Krymper grafen til f horisontalt med faktoren k&
f(z/k) Strekker grafen til f horisontalt med faktoren &
Hvis k = —1 sa har vi:
kf(x) = —f(z) Speiler grafen til f gjennom x-aksen
f(kx) = f(—x) Speiler grafen til f gjennom y-aksen
Enentydig funksjon

En funksjon f(z) er enentydig (eller injektiv) pd en defin-
isjonsmengde D hvis f(x1) # f(z2) ndr z1 # x21 D.

Horisontallinjetesten for enentydige funksjoner

En funksjon y = f(z) er enentydig hvis og bare hvis grafen
skjeerer enhveer horisontal linje hoyest ett sted.

Invers funksjon

Anta at f er en enentydig funksjon pa en definisjonsmengde
D med verdimengde V. Den inverse funksjonen f~! er de-
finert ved

fYa)=0b hvis f(b)=a

Definisjonsmengden til f~! er V og verdimengden til f~! er
D.

Polarkoordinatene til et punkt i planet

Et punkt P i zy-planet kan beskrives pé kartesisk méte som
(a, b) eller pa polar form (C, v) der C er avstanden fra origo
til punktet og v er vinkelene mellom z-aksen og linja mel-
lom origo og punktet:

/

P=(ab)

Vi har her folgende sammenhenger:

a = Ccosv b= Csinv

a .
CosSv = — sinv = —
C C
a b
C: = — :\/a2+b2
CcOs v sin v

b

tanv = —

a

Omforming av uttrykket a cos wt + bsinwt
La a, b og w veere gitte tall # 0 med w > 0. Funksjonen
f(t) =acoswt + bsinwt
kan skrives péd formen
f(t) = Ccosw(t —to)

der (C, wty) er polarkoordinatene til punktet (a, b).
Spesielt har vi

C=+Va2+b og

Vinkelen wty ligger i intervallet [0, 27) og herer til samme
kvadrant som punktet (a, ).

tanwtyg = —
a

Interferens
Gitt C1,C3 > 0 og

f(t) = Cicos(wt — 1)  og  g(t) = Cycos(wt — ¢)
Amplituden C til funksjonen f(t) + g(t) er da gitt ved

C = \/C2 + CF +2C1Ca cos(61 — 6)

og middelverdien er 0.

Grenseverdier
Hvis L, M, c,k € R og
lim f(zr) =L og

r—cC

i (f(2) + g(2)) = L+ M
lim (f(z) — g(2) = L~ M
i (f(2) - g(2)) = L- M

i (k - f () = - L

Merk at disse reglene ogsa er gyldige nar ¢ = £oo.

Grenseverdien til polynomer
Hvis p(z) er et polynom, sa er

lim p(z) = p(c)

r—c

Grenseverdien til rasjonale funksjoner

Hvis p(z) og q(z) er polynomer og ¢(c) # 0, sa er

a—c q(z)

i P(®) _ p()
q(c)



Venstre og hoyre grenseverdier

En funksjon f(x) har en grenseverdi nér = gar mot ¢ hvis
og bare hvis den har venstre og hoyre grenseverdier der og
disse grenseverdiene er like:

lim f(z)=L < lim f(zx)=L og lim+ flz)=1L

r—c r—c— r—cC

Vertikal asymptote

Enlinje z = a er en vertikal asymptote av grafen til en
funksjon y = f(x) hvis enten

lim f(z) =+o0

r—at

eller lim f(z)=+oc0

r—a—

Kontinuitet

En funksjon f(x) er kontinuerlig ved z = ¢ hvis og bare
hvis felgende tre krav er oppfyllt:

1. f(c) finnes
2. lim,,. f(z) finnes

3. limg_. f(z) = f(c)

(c er i definisjonsmengden til f)
(f har en grense nar « — ¢)
(grenseverdien er lik f(c))

Kontinuerlig funksjon

En funksjon er kontinuerlig pa et intervall hvis og bare hvis
den er kontinuerlig pa alle punktene i intervallet. En kon-
tinuerlig funksjon er en funksjon som er kontinuerlig pa
alle punktene i funksjonens definisjonsmengde. En funksjon
trenger ikke veere kontinuerlig pa alle intervaller. F.eks.

y = 1/x er ikke kontinuerlig i intervallet [—1, 1], men er
kontinuerlig i definisjonsmengden (—oo, 0) U (0, c0).

Noen grenseverdier

lim S0 =1
z—0 I
lim £" =0 nair —-1<k<l1
lim k" =1 nar k=1
lim " € R nar k< -1
lim &" = o0 ndr k>1
Skjeeringssetningen

En funksjon y = f(z) som er kontinuerlig pa et lukket inter-
vall [a, b] antar alle verdier mellom f(a) og f(b). Dvs at hvis
yo er en hvilken som helst verdi mellom f(a) og f(b), sd er
yo = f(c) for en eller annen ¢ € [a, b].

Egenskaper til kontinuerlige funksjoner

Hvis funksjonene f og g er kontinuerlige ved x = ¢, daer
felgende kombinasjoner ogsa kontinuerlige ved = = ¢:

Summer f+g

Differanser f—g

Produkter f-g

Konstante multipler k- f, foralletall k
Kvotienter f/g, gittatg(c) #0

Sammensatte funksjoner

flg(@))

Horisontal asymptote

En linje y = b er en horisontal asymptote av grafen til en
funksjon y = f(x) hvis enten

lim f(z) =10 eller

r—00

lim f(z)=1»

r——00

En setning om eksistens av grenseverdi

Hvis det fins et tall xy og C slik at f(z) > C for alle z i
definisjonsmengden til f som er storren enn x, og f er av-
takende i denne delen av definisjonsmengden, da eksisterer
lim, 00 f(2).

En tilsvarende setning far vi om vi bytter om ordet “avtak-
ende” med “voksende” samtidig som “ f(z) > C” byttes ut
med “f(z) < C”.

Tallfelger

En tallfelge er en funksjon med definisjonsmengde N. Hvis
a er en funksjon av n og a er en tallfglge, kan vi velge &
skrive a(n) eller a,.

Konvergens av tallfelger

Hvis a,, er en tallfelge og

lim a, =C €R

a— 00

sd sier vi at a,, konvergerer mot C.

Rekker

Hvis a,, er en tallfelge sa kaller vi
Sp=a+ax+az+---+an

for en endelig rekke med n ledd. Merk at S;, her ogsa er en
tallfelge der ledd n er summen av de n forste tallene i a,,.
Vi kaller

S=a14+ay+as+--+a,+api1+---

for en uendelig rekke, eller bare en rekke. En annen
skrivemate for disse er

n

Sy = Z a; og S = Z an
i=1 n=1
Vi har felgende sammenheng mellom S og S,,:

S = lim S,

n—oo



Eksponentialfunksjon med a som grunntall

Funksjoner pa formen
f(t)=a

dert € Roga € R* kalles eksponentialfunksjoner. a kalles
grunntallet.

En funksjon pa formen f(t) = ¢ - o' kan tilpasses til & ga

gjennom punktene (t1,y1) og (t2,y2) hvis t1 # t2 og ingen
av punktene ligger i origo. Formlene for dette ser slik ut:

1
(y2> ta—t)
a=|—
Y1

_h Y
Catt gt
Hvis ¢1 < t5 sd har vi at
flta) _c-a" gl
flt1)  c-atr

Dvs at eksponentialfunksjoner har samme vekstfaktor over
alle intervaller av samme lengde.

Vekst eller minking med p % per ar

En storrelse y som vokser/avtar eksponentiellt med p % per
ar og er lik yo ved tiden ¢y kan beskrives med funksjonen

Yo

p
a:1:|:— Og C:%

t)=c-a' d
y(t)=c-a er 100

Eksponentialfunksjon med e som grunntall

Funksjonen f(z) = a” kan skrives:

flz) =e der hvisO0 <a <1

flx)=e? der

A=1Ina >0,

A=—Ina>0, hvisa>1

Hvis f er voksende, er doblingstiden 7, = mTz
In 2
X

Hvis f er avtakende, er halveringstiden T , = *5*=.

Funksjonen pH

pH er en funksjon som gir et mél pa hvor mange H30™-
molekyler det finnes per liter i en veeskelosning. Denne kon-
sentrasjonen skrives som [H30"] og har benevning mol/L.
Denne funksjonen er definert slik:

pH ([Hs0"]) = —log ([H:07])

pH > Tbetyr en basisk lasning. pH < 7 betyr en sur los-
ning.

Logaritmer i likningslesing

Hvis a,b > 0 sd har vi

a®=0b &

Aldersbestemmelse etter '*C-metoden

Hvis I, er forholdet mellom '“C og '2C i en levende organ-
isme ndr den der, sa vil felgende funksjon I(t) beskrive
forholdet mellom mengden '*C som er igjen i liket i forhold

til Iy etter tiden ¢:
1\ 1/5730

Potensfunksjonen f(z) =c- z"

Hvis punktene (z1,y1) og (x2, y2) ligger i forste kvadrant og
x1 # 2, sd vil parameterene r og c til potensfunksjonen som
gar gjennom begge punktene veere gitt ved

- (e/y1)

ln(arg/arl)

Y1 Y2
CcC = —T = —T

Ty T

Allometrisk vekst

Lay = y(t) er storrelsen av et gitt organ ved tiden ¢ og
x = z(t) veere storrelsen av organismen som helhet ved
tiden t. Ofte sa har vi felgende sammenheng mellom z og y:

y=cz

Der c og r er konstanter. ¢ avhenger av hvilke méleenheter
en bruker for 2 og y. Denne sammenhengen kalles “al-
lometriloven”.

Logaritmisk skala

Brukes for 4 sammenlikne storrelser av ulik sterrelsesor-
den, der storrelsesordenen til et tall er gitt ved logaritmen
(med grunntall 10) til tallet. A plassere et (positivt) tall r
pa en logaritmisk skala svarer til & plassere log r pa den
tilsvarende linezre skalaen.

Et enkeltlogaritmisk koordinatsystem med to akser har
logaritmisk skala pd den ene aksen og linezer skala pa den
andre aksen. Et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem med
to akser har logaritmisk skala pd begge aksene.

Enhver eksponentialfunksjon y = ca® gir en rett linje nar
den plottes i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem med log-
aritmisk skala pd y-aksen og lineeer skala pa z-aksen.

Enhver potensfunksjon y = ca” gir en rett linje ndr den
plottes i et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem.

Derivasjon

Gjennomsnittlig vekstrate er gitt ved

endring i lopet av en tidsperiode
lengden pa tidsperioden

Hvis en kurve er kontinuerlig ved et gitt tidspunkt, sa er
kurvens eyeblikkelige vekstrate ved tidspunktet definert
som stigningstallet til tangenten til kurven ved tidspunktet.
Hvis kurven ikke er kontinuerlig ved det gitte tidspunktet,
har ikke kurven heller noen oyeblikkelig vekstrate der.



Den deriverte
Den deriverte f/(z) til en funksjon f(x) er definert slik:

flx+h) - fz)

f'(z) = lim

h—0 h

f'(a) er stigningstallet til funksjonen f(z) i punktet z = a.
Hvis f(z) er deriverbar for x = a sa er ogsa f(x) kontin-
uerlig for z = a.

Derivasjon og bevegelse

Posisjon som funksjon av tid beskrives ofte som funksjonen
x(t). Hastighet som funksjon av tid beskrives ofte som v(t).
Akselerasjon beskrives ofte som a(t). Det viser seg at

2’ (t) = v(t) 0g

Skrivemater for den deriverte

Det er mange mater a skrive den deriverte pa. Her er noen
vanlige alternativer:

dy_ﬁ_d

fey =y =F =2 =2

Kjerneregelen i Leibniz’ notasjon

dy dy du

de  du dx

Forstederivert testen for monotone funksjoner

Anta at f er kontinuerlig pa [a, b] og deriverbar pa (a, ).
Hvis f'(z) > 0 for alle z € (a,b), da er f voksende pa [a, D]
Hvis f'(z) < 0 for alle z € (a,b), da er f avtagende pa [a, b]

Positiv krumning, negativ krumning

Grafen til en deriverbar funksjon y = f(z) har pa et dpent

intervall 1
1. positiv krumning hvis f’ er voksende pa I

2. negativ krumning hvis f’ er avtagende pa I.

Andrederivert testen for konkavitet

La y = f(x) veere to ganger deriverbar pa et intervall 1
Hvis f” > 0pa I, da har grafen til f over I positiv krumn-
ing.

Hvis f” < 0pa I, da har grafen til f over I negativ krumn-
ing.

Vendepunkt

Et punkt der grafen til en funksjon kan ha en tangent og der
krumningen endres, kalles et vendepunkt.

Max og min

Hvis f er kontinuerlig i et begrenset intervall 7, sa har

f minst ett maksimumspunkt og minst ett minimum-
spunkt. Disse punktene er hhv den sterste og den minste
av funksjonsverdien til felgende punkter:

e Endepunktene
e Alle punkter der f'(z) =
e Alle punkter der f'(z) =

Linearisering

Funksjonen f kan tilneermes med en linje ved x = a med

F(x) = f(a)+ f'(a) - (z — a)

Taylorpolynom

Funksjonen f kan tilneermes med et polynom ved z = a
med

Fo(z) = f(a)+f’(a>(x—a>+@<af—a>2+' ' +%

(1—a)

L'Hopitals regel
Hvis lim,_,, f(z) = 0 og lim,_., g(z) = 0 sd har vi

Integrasjon
Bestemt integral

La f veere en kontinuerlig funksjon over [a, b]. Hvis F'(z) =
f(z) foralle z € [a,b] sé kalles F(b) — F(a) det bestemte
integralet av f over [a, b] og skrives slik:

LU@W=

Regneregler for bestemt integral

F(b) — F(a)

Hvis f(x) og g(x) er kontinuerlige over I og a,b,c,k € I, sa
har vi felgende regneregler:

Regneregler for bestemte integraler

G

/f — [ sy
/%mﬁ/f )= [ fwas

[t [ 1
LUU m—/f Mi/bmm



Anvendelser av bestemt integral Malthus’ modell. La spesifikk vekstrate veere definert som

% ‘Z—]X, som kan tolkes som antall avkom et individ i en be-
folkning produserer per tidsenhet. Antar vi at denne stor-
relsen er konstant far vi

1dN
N dt

s(t) = tilbakelagt veilengde
s'(t) = v(t) = banehastighet
ty

v(t) dt = s(t1) — s(to)

to
= tilbakelagt veilengde i lopet av [to, 1]

N
Cfi—t =aN = N=Ce"
Radioaktiv nedbrytning. Om vi antar at endringen i antall

radioaktive atomkjerner er proporsjonal med antallet kjern-

S:

er far vi
dN In2
= —AN = N=Ce ™ med halveringstid ¢, /, = HT

V(t) = vannvolum i et kar ved tiden ¢
V'(t) = v(t) = tilstremningshastighet

/tl o(t) dt = V(1) — V(to)

to
= gkning i vannvolum i lepet av [to, ¢1]

F(t) = Effekten i kW ved tiden ¢

t1
/ F'(t) dt = Energien i kWh i lepet av [to, 1]

to

Bestemt integral som areal

f; f(x) dx kan tolkes som arealet mellom grafen til f, 2-
aksen, x = a og x = b der alt av areal over z-aksen er posi-
tivt og alt av areal under z-aksen er negativt.

Det ubestemte integralet

La f veere en kontinuerlig funksjon i et intervall over [a, b].
Hvis F'(xz) = f(x) for alle x € [a,b] s& kalles F(z) + C det
bestemte integralet av f (som er gyldig for alle = € [a, b]) og
skrives slik:

/ f(z)dx =F(z)+C der C er en vilkdrlig konstant
Derivasjon av bestemt intergal

d t
G | 1=

Differensiallikninger

Hvis y(t) er kontinuerlig pa et intervall I, s& har vi folgende
lgsninger av forskjellige differensiallikninger pé intervallet:

yY=ay = y=Ce"

b
vy =ay+b = yzC’eat—a
y =ay* +by+c
B-—A
=aly-Aly-B) = y=A+
og y=A
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Newtons avkjelingslov. Anta at et legeme avkjoles i om-
givelser med konstant temperatur T,. La Ty = T'(t)

veere legemets temperatur ved tiden ¢1 og T T(ts)
veere legemets temperatur ved tiden ¢ og t1 < t2. Vide-
finerer avkjolingsraten til 4 veere —%L. Hvis vi antar at
avkjolingsraten er proporsjonal med temperaturdifferansen
T — T, far vi

dT dT
= KT -T.,) = i —k(T —Ty)
= T=T,+Ce "
der
L (T~ T)/(T; ~T.))
to — 11
og

C = (T, — T, = (T, — T,)er=

Verhulsts” modell. La baereevnen B til befolkningen veere
sd mange individer omgivelsene kan livnaere. Om vi an-
tar at spesifikk vekstrate er proporsjonal med forskjellen i
beereevne og antall individer, far vi

1 dN AN
~a ™ ) dt ol ( )
N :
"1+ ke—oBt

Separable differensiallikninger

1
g(y) /@dy:/f(t)dt
dx

Allometrisk vekst. Om vi lar kroppens vekstrate veere %7
og en kroppsdels vekstrate veere ‘C%’ og antar at kroppdelens
spesifikke vekstrate er proporsjonal med kroppens spesi-
fikke vekstrate far vi
ldy 1ldx
ydt zdt

dy _

L 1)

y=Czx"

Linecer algebra
En linezer likning med variabler z1, .. ., z,, kan skrives
a1xr1 + asxe + -+ apx, =0

der b og koeffisientene a1, . .., a, er reelle tall. Et system
med linezre likninger (eller et lineaert system) er en sam-
ling med en eller flere lineeere likninger. F.eks.

21‘1 — X2 + 15563 =38
xr1 — 4333 =7



En sekvens av n tall (x1,.. ., z,) kalles et n-tuppel. Et n-
tuppel kan oppfattes som koordinatene til et punktin di-
mensjoner. (Den euklidske) avstanden mellom to punkter
A = (a1,...,an) 0g B = (b1,...,b,) in dimensjoner de-
fineres som tallet

d=+/(a1 —01)2+ -+ (an — by)?

Vi har felgende regneregler for n-tupler:

A+ B= (a1 +b1,...,an, +by)
A—B= (a1 —by,...,an, —by)
tA = (taq,. .., tay)
A-B=ab + - +anb, (prikkprodukt)

En losning av systemet er et n-tuppel (s, ... s,) som gjor

at hver likning stemmer ndr man bytter ut x4, ..., z, med
51,...,5p. Samlingen av alle mulige losninger kalles los-
ningsmengden. To lineaere systemer kalles ekvivalente hvis
de har samme lgsningsmengde. A finne losningsmengden
til et system med to linecere likninger med to variable med
reelle koeffisienter er ekvivalent med & finne ut hvor to lin-
jer krysser hverandre. F.eks:

1’1—21‘2:—1 .731—23722—1 .’13172.772 -1
-1 +2x9= 3 —x1+3x9= 3 -1 +2x9= 1
To ZTo T2
2 2 2
T 1 x1
3 3 3
Ingen losning Noyaktig én losning Uendelig mange

losninger
Et linecert system er konsistent hvis det har minst en los-

ning og er ukonsistent hvis det ikke har noen lesning. Et
linezert system kan representeres med en matrise. F.eks. gitt
det linecere systemet

1 — 229+ 23 =0
—41’1 + 5%2 + 9%5 =-9
21’2 — 81’3 =8

sd kan man representere koeffisientene i systemet med fol-
gende koeffisientmatrise:

1 2 1

4 5 9

0 2 8
Hele det linezere systemet kan representeres med folgende
augmenterte matrise:

[1 21 0}

4 5 9 -9

0 2 8 8

Sterrelsen til en matrise sier hvor mange rader og kolon-
ner den har. Den augmenterte matrisa ovenfor har 3 rader
og 4 kolonner. En mXxn matrise (“m ganger n matrise”)
er en matrise med m rader og n kolonner. m og n trenger
ikke a vaere forskjellige tall. Hvis to matriser er ekvivalente
bruker man tegnet ~ mellom dem. Tre grunnleggende rad-
operasjoner kan benyttes pa linesere systemer uten at det
pavirker lesningsmengden:
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1. (erstatning) Erstatte en rad med summen av seg selv
og en multippel av en annen rad.

2. (ombytting) Bytte om to rader.
3. (skalering) Gange alle tall i en rad med et tall ulik 0.

Eksempel 1: Erstatter rad 2 med (rad 2) + (4 ganger rad 1):

1 21 0 M1 -2 1 0 12 1 0
4 5 9 9| ~ [-444-1 544-(-2) 9441 -9+4.0| ~ [0 -3 13 -9
0 2 8 8 | o 2 -8 8 02 -8 8
Eksempel 2: Bytter rad 2 med rad 3:
12 1 o0 12 1 0
0313 9|~ |02 -8 8
0 2 8 8 0 -3 13 -9
Eksempel 3: Ganger alle tall i rad 2 med 3:
12 1 0] 1 -2 1 0 12 1 0
0 2 -8 8~ |02 224 81 8L~ |0 1 -4 4
0 -3 13 -9 0 3 13 9 0 -3 13 -9

En enhetsmatrise av storrelse nxn er en kvadratisk matrise
med 1 langs diagonalen fra gverste venstre hjorne til neder-
ste hayre hjerne og 0 ellers. Eksempel pa en 3x3 enhetsma-

trise:
100
010
00 1

Ved a bruke radoperasjonene for & fa koeffisientmatrisen
mest mulig lik en enhetsmatrise kalles radredusering. Gjor
man det med eksempelmatrisen ovenfor far man felgende:

1 0

{1 -2 } [1 00 29}
01 4 4|~ |01 0 16
0 -3 13 -9 001 3

Og man har funnet en unik lesning pa det opprinnelige sys-
temet med s, =29, s5 = 16, s3 = 3. To matriser er radekvi-
valente hvis det finnes en rekkefelge av elementeere radop-
erasjoner som transformerer den ene matrisen til den andre.
Hvis de augmenterte matrisene til to lineaere systemer er
radekvivalente s& har systemene samme lgsningsmengde.
En nullrad er en rad der alle tall er 0. Hvis en augmentert
matrise pd redusert trappeform har minst en nullrad, har
systemet minst en fri variabel, og systemet har uendelig
mange losninger. F.eks.

1 0 -5 1 1 —5x3 =1
01 1 4 Tilsvarer systemet T2+ ®3 =4
00 0 O 0=0

Variablene z; og z2 kalles ledende variable, mens x3 her er
en fri variabel. Slike konsistente systemer kan skrives som
en generell losning ved & lose det reduserte likningssys-
temet mhp de ledende variablene:

x1 =1+ bxg
xro =4 — x3
3 er fri

Her star losningen pa parameterform der z3 er en parame-
ter, men kan ogsa skrives pa felgende mate:

{

Her er ¢ parameteren i lgsningen som kan skrives som en
3-tuppel pa folgende generelle form:

x1 =1+ 5t
o =4 —t
x3 =1

(1+5t,4—tt), teR

I dette tilfellet har systemet én fri variabel som gir én pa-
rameter i den generelle losningen. Lesningsmengden er
dermed endimensjonal (alle losningene ligger pa en linje).
Losningsmengdens dimensjon er altsa systemets antall frie
variable.

|



Determinanter

Det generelle likningssystemet

ar1 +bry =p
cx1+dxre =q
Kan loses slik:
[a b p] 10 =
cd g o1 s
Som gir
dp — bq aq — cp
xr1 = To =
V= wd—be’ 27 wd—be

Dette betyr at det generelle 2x2-systemet har en entydig
bestemt losning nar den sékalte determinanten ad — bc # 0.
Hyvis vi har felgende generelle system av n likninger med n
ukjente:

anxi + -+ a1pTn, = by

a1 + -+ -+ aopTp = b2

sd kalles systemet homogent hvis b; = by = --- = b, =0
og inhomogent hvis minst en b; # 0. Generelt kan vi da si at
hvis D er determinanten til et lineaert likningssystem med n
likninger med n ukjente sa har vi felgende fire muligheter:

D#0 D=0
inhomogent | entydig bestemt enten uendelig
lgsning mange losninger,
eller ingen los-
ninger
homogent kun triviell losning | uendelig mange
r1=29=:-2,=0 ikke-trivielle lgs-
ninger
Determinanten til en 2<2-matrise er:
a b a b
det[c d} d‘adbc
Determinanten til en 3<3-matrise er:
a b c
de f|= Z{—b’d{—kc‘d;’
g }L Z Y q q Y

For n > 3 kan determinanten til en nxn-matrise defineres
rekursivt pa felgende mate:

a1l a2 A1n
21 a22 a2n,
anp1 Gp2 Ann

= apy det(My) — ajo det(My) + - -+ + (=1)"Ttay,, det(M,,)

der det(M;) er determinanten til den (n—1)x (n—1)-matrisen
som kommer frem ndr vi stryker rad 1 og kolonne ;.
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Cramers regel

La D # 0 veere determinanten til likningssystemet

a11%1 + -+ a1pTn = by

2121 + -+ Ao Ty = b

Da har likningssystemet lgsningen

by a2 Q1n
by az aop
bn an2 Ann
T = D )
air b A1n
az b A2n
. an1 bn Ann
To = D )
aiy Q12 by
a21  ag2 bo
anl Gn2 bn
sy Ip = D

Summen/differansen av to matriser

Dette er definert for to matriser som er like store:

a1n ayy b1 - a1 £ b1y

+

aiy - - bll"'bln

m1 *° Omn b1 - bnn Am1 £ bm1 -+ Gmn £ b

Skalering av en matrise

En matrise kan ganges med et tall; Man ganger da alle tal-
lene i matrisa med tallet:
c . all ... C . a’l"L

aip - Qin

Am1 " Amn C Qml " C* Qmn

Produktet av to matriser

Hyvis antall kolonner i en matrise likt antall rader i en annen
matrise, sd kan de ganges sammen som i eksempelet her:

2 17 3 4

15 7 -8 4

B -3 27 11 —4
A|lA-B 1 4 -2 68 —9 —51 28
013 7|||174 280 —27 24

[2 3 4} [37 163 26 4]

F.eks. sd har —27 her kommet frem ved & plusse sammen
produktet av tall fra 2. rad i A og 3. kolonne i B slik:

0-34+13-(—8)+7-11=-27



Regneregler for matriser

La A, B, C veere vilkarlige matriser, I enhetsmatrisen og 0
veere matrisen der alle tallene er lik null. Vi har da felgende
regler for matriseregning (der sterrelsene pa matrisene er
slik at den aktuelle formelen gir mening):

A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C
A+0=0+A=A

A—A=0
A(BC) = (AB)C
Al=TA=A

A(B +C) = AB + AC

I tillegg er operasjonen A* der k € N definert som & gange A
med seg selv k ganger. M er definert til & veere lik I.

Den inverse til en matrise

Hvis A er en kvadratisk matrise, s er A~! definert slik at

AT A=A AT =T

En matrise A er inverterbar < det A #0
Inversen til en 2 x 2-matrise er
a b1t 1 d —b
c d T ad—be|—c a

Inverser i likningslesing

HvisY = AX og |A| #0sder X = A~'Y
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Negative eksponenter

Vi definerer

AR =AY keN

Dette forer til at

AP AT = APt og (AP)T = AP

Inversen til et produkt

(AB)"'=pB~'A™!

Om dette heftet

Dette heftet er laget som en skreddersydd formelsamling

til et forkurs i anvendt matematikk ved UiA i Grimstad. En
del av stoffet er oversettelser av definisjoner og teoremer fra
Gulliksen (1998). Noe stoff er ogsa inspirert av formelsam-
lingen til Utdanningsdirektoratet (2001). Kommentarer og
rettelser er meget velkomne, og medferer finnerlenn ved
alvorlige feil.

Dette er versjon 21. Siste versjon ber ligge her:

trondal.com/anvendt .pdf

© & Jostein Trondal, 7. mai 2009
jostein@trondal.no

Referanser

Gulliksen, T. (1998). Matematikk i praksis. Universitetsfor-
laget.

Utdanningsdirektoratet. (2001). Formelsamling i matematikk.
Gyldendal.



