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Lineeer algebra og differensiallikninger formelsamling versjon 6
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Linecer algebra

En linezer likning med variabler z;, ..., z,, kan skrives

a1T1 + oo + -+ apTy = b

der b og koeffisientene a1, ..., a, er reelle eller komplekse
tall. Et system med lineare likninger (eller et linezert sys-
tem) er en samling med en eller flere linezere likninger.
F.eks.

201 —x9 + 1523 =38

x1 —4rs = —7

En losning av systemet er en liste (s, ... s,) med tall som
gjor at hver likning stemmer nar man bytter ut z;,...,z,
med sq,. .., s,. Samlingen av alle mulige losninger kalles
lesningsmengden. To linezere systemer kalles ekvivalente
hvis de har samme lgsningsmengde. A finne lgsningsmeng-
den til et system med to linezere likninger med to variable
med reelle koeffisienter er ekvivalent med 4 finne ut hvor to
linjer krysser hverandre. F.eks:

T — 29 = —1 T — 2r9 = —1 T, — 2x9 = —1
—x1+280= 3 —x1+3r0= 3 —xr1+20= 1
T2 x2 Z2

2 2 2
X1 1 1
3 3 3
Ingen losning Noyaktig én losning Uendelig mange

losninger
Et linecert system har enten

1. Ingen losning, eller
2. Noyaktig én losning, eller
3. Uendelig mange losninger

Et linecert system er konsistent hvis det har minst en los-
ning og er inkonsistent hvis det ikke har noen lgsning. Et
linezert system kan representeres med en matrise. F.eks. gitt
det linezere systemet

Ty — 2x9 + 23 =0
—4x1 + 5xo + 93 = —9
21’2 - 81’3 =38

sd kan man representere koeffisientene i systemet med fol-
gende koeffisientmatrise:

12 1
4 5 9
0 2 -8
Hele det linezere systemet kan representeres med folgende
augmenterte matrise:
1 2 1 0
4 5 9 -9
0 2 8 8

Sterrelsen til en matrise sier hvor mange rader og kolon-
ner den har. Den augmenterte matrisa ovenfor har 3 rader

og 4 kolonner. En mXxn matrise (“m ganger n matrise”)
er en matrise med m rader og n kolonner. m og n trenger
ikke a veere forskjellige tall. Hvis to matriser er ekvivalente
bruker man tegnet ~ mellom dem. Tre grunnleggende rad-
operasjoner kan benyttes pa lineaere systemer uten at det
pavirker lesningsmengden:

1. (erstatning) Erstatte en rad med summen av seg selv
og en multippel av en annen rad.

2. (ombytting) Bytte om to rader.

3. (skalering) Gange alle tall i en rad med et tall ulik 0.
Eksempel 1: Erstatter rad 2 med (rad 2) + (4 ganger rad 1):
1 21 0 1 -2 1 0 12 1 0
[-4 5 9 -9] ~ 4441 544-(-2) 944-1 -9+4‘o} ~ [0 3 13 -9
0 2 8 8 0 2 -8 8 02 -8 8
Eksempel 2: Bytter rad 2 med rad 3:

12 1 0 121 0

0 -3 13 -Q}N[o 2 -8 s]
02 -8 8 0 -3 13 -9

Eksempel 3: Ganger alle tall i rad 2 med 3:

1 -2 1 0] 1 2 1 0 1 -2 1 0
0 2 -8 8~ |02 24 821 8L~ |01 -4 4
1

0 -3 13 -9] 0 -3 3 -9 0 -3 13 -9

En enhetsmatrise av storrelse nxn er en kvadratisk matrise
med 1 langs diagonalen fra gverste venstre hjorne til neder-
ste hoyre hjerne og 0 ellers. Eksempel pd en 3x3 enhetsma-

trise:
100
010
00 1

Ved & bruke radoperasjonene for & fa koeffisientmatrisen
mest mulig lik en enhetsmatrise kalles radredusering. Gjor
man det med eksempelmatrisen ovenfor far man folgende:

121 0 100 29
01 4 4|~ |01 0 16
0 -3 13 -9 001 3
Og man har funnet en unik lesning pa det opprinnelige sys-
temet med s;=1, s5=16, s3=3. To matriser er radekvivalente
hvis det finnes en rekkefolge av elementeere radoperasjoner
som transformerer den ene matrisen til den andre. Hvis de

augmenterte matrisene til to linecere systemer er radekviva-
lente sa har systemene samme lgsningsmengde.

Etledende tall i en rad er det tallet lengst til venstre i en rad
som ikke er lik 0. En nullrad er en rad der alle tall er 0. En
rad er ikkenull om den inneholder minst ett tall som ikke er
lik 0. En matrise er pa trappeform hvis den har felgende tre
egenskaper:

1. Alle ikkenull rader ligger over alle eventuelle nullrad-
er.

2. Det ledende tallet i en rad ligger i en kolonne som er
til hgyre for det ledende tallet i raden over.

3. Alle tall i en kolonne under et ledende tall er lik 0.

Hvis en matrise pa trappeform i tillegg har folgende egen-
skaper, sa er matrisa pé redusert trappeform:

4. Det ledende tallet i alle ikkenull rader er lik 1.

5. Hvert ledende 1-tall er det eneste tallet som ikke er lik
0 i kolonnen.

Folgende matriser er i hhv trappeform og red. trappeform:

2 -3 2 1 1 0 0 29
01 4 8 0 1 0 16
0 0 0 5/2 00 1 3

|



TEOREM 1: Enhver matrise er radekvivalent med en og
bare en matrise pa redusert trappeform.

En pivotposisjon i en matrise A er en posisjon i A som kor-
responderer med et ledende 1-tall i den reduserte trappefor-
men til A. En pivotkolonne er en kolonne i A som innehold-
er en pivotposisjon. En pivot er et tall ulik 0 i en pivotpo-
sisjon som brukes til & lage 0’er i de andre radene i kolonnen
vha radoperasjoner.

Hvis en augmentert matrise pa redusert trappeform har
minst en nullrad, har systemet minst en fri variabel, og sys-
temet har uendelig mange losninger. F.eks.

1051 T —bxz =1
01 1 4 Tilsvarer systemet T2+ ®3z =4
00 0 O 0=0

Variablene z; og z kalles ledende variable, mens x3 her er
en fri variabel. Slike konsistente systemer kan skrives som
en generell lgsning ved & lose det reduserte likningssys-
temet mhp de ledende variablene:

xr1 =14 bxs
To = 4713
3 er fri

Her star lesningen pa parameterform, men kan ogsd om-
formes til parametrisk vektorform slik:

T1 1+ 5z3 1 5
Z = |z2| = |4—23 | = [4]| + 231
T3 xs3 0 1

1 5
= T =7 +tv der F:|:4:|, 7:|:—1:|, og t€R
1

TEOREM 2: Eksistens og entydighetsteorem. Et linezert
system er konsistent hvis og bare hvis kolonnen lengst
til hoyre i en augmentert matrise ikke er en pivotkolonne,
dvs hvis og bare hvis en trappeform av den augmenterte
matrisa ikke har noen rad pa formen

[0 -+ 0 b] der b#0

Hvis systemet er konsistent, da inneholder lesningsmeng-
den enten (i) en unik lesning uten fri variabler eller (ii)
uendelig mange lesninger med minst en fri variabel.

En matrise med kun én kolonne kalles en kolonnevektor,
eller bare en vektor. Et hvert punkt i n dimensjoner kan
representeres med en vektor med n rader. Det geometriske

punktet (a,b) i R? kan identifiseres med vektoren m . To
vanlige notasjoner for vektorer som variabler er enten fet
skrift: v = m , eller pil over bokstav: v" = m .

Addisjon og subtraksjon av vektorer gjores rad for rad:

o+ 1 =B =

Gitt v og c€R sé er c- v en skalar multippel av "

] s+ rmf]-f

En nullvektor er en vektor der alle tallene er lik 0, og kan
skrives som 0. For alle @, ¥, Wi R" og ¢, d€R har vi:

(V) (U+7) = cu+cv
(i) (c+d) W = cu+dd

() u+7 =70+

(i) (W+0)+ W = u+(v+w)

Summen/differansen av to matriser

Dette er definert for to matriser som er like store:

Q11+ Q1n b1 -+ bin

apn £bi -
| N :

Q1n + bln

ml *° Qmn bml e bmn Am1 + bml c Amn + bmn

Skalering av en matrise

En matrise kan ganges med et tall; Man ganger da alle tal-
lene i matrisa med tallet:

a1l *c QAln C Q11 *+* C*Q1p

Am1 " Omn C-Qml " C* Qmn

Produktet av to matriser

Hyvis antall kolonner i en matrise likt antall rader i en annen
matrise, sa kan de ganges sammen som i eksempelet her:

2 17 3 4
15 7T -8 4

B -3 27 11 —4
AlA-B ~— 1 4 —21|[68 —9 —51 28
013 7|||174 280 —27 24

2 3 4||| 37 163 26 4

F.eks. sa har —27 her kommet frem ved a plusse sammen
produktet av tall fra 2. rad i A og 3. kolonne i B slik:

0-3+13-(—8)+7-11=—27

Regneregler for matriser

La A, B, C veere vilkérlige matriser, / enhetsmatrisen og 0
veere matrisen der alle tallene er lik null. Vi har da folgende
regler for matriseregning (der sterrelsene pa matrisene er
slik at den aktuelle formelen gir mening):

A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C
A40=0+A=4

A—A=0
A(BC) = (AB)C
Al =TA=A4

A(B+C) = AB + AC

I tillegg er operasjonen A* der k € N definert som & gange A
med seg selv k ganger. M° er definert til & veere lik 1.

Den inverse til en matrise

Hvis A er en kvadratisk matrise, sd er A~! definert slik at

ATV A=A AT =T

En matrise A er inverterbar < det A #0

Inversen til en 2 x 2-matrise er

a b7t 1 d —b
c d Cad—bc|—c a




Inverser i likningslesing

HvisY = AX og |A| #0sder X = A~'Y

Negative eksponenter

Vi definerer
A7F = (Afl)k keN
Dette forer til at

APAT = APHT og  (AP)T = AT

Inversen til et produkt

(AB)"'=pBta™!

Determinanter

Det generelle likningssystemet
ary +bry =p
cx1+dre =q

Kan leses slik:

[a b p] [1 0 Zz:iz]
¢ d g 0 1 S
Som gir
- _dp—1bq - _aq—cp
V™ ad—be’ 27 ad—be

Dette betyr at det generelle 2x2-systemet har en entydig
bestemt losning nér den sékalte determinanten ad — bc # 0.
Hyvis vi har felgende generelle system av n likninger med n
ukjente:

a1x1 + -+ a1pTn = by

a1 x1 + - + 2Ty = by

sd kalles systemet homogent hvis b; = by = --- = b, =0
og inhomogent hvis minst en b; # 0. Generelt kan vi da si at
hvis D er determinanten til et linezert likningssystem med n
likninger med n ukjente sa har vi folgende fire muligheter:

D#0 D=0
inhomogent | entydig bestemt enten uendelig
lgsning mange losninger,
eller ingen los-
ninger
homogent kun triviell losning | uendelig mange
T1=x3=--2, =0 ikke-trivielle los-
ninger
Determinanten til en 2<2-matrise er:
a b a b
det[C d}_ d‘—ad—bc
Determinanten til en 3<3-matrise er:
a b c .
defzai{—b’d{—kc‘dz
g b g g

For n > 3 kan determinanten til en nxn-matrise defineres
rekursivt pa felgende mate:

a1 a2 -+ Qin
a1 Q22 --+ A2p
Gnpl Ap2 *°° QAnpn

= a1 det(Ml) — 12 det(MQ) + 4 (71)”+1a1n det(Mn)

der det(M;) er determinanten til den (n—1)x (n—1)-matrisen
som kommer frem nar vi stryker rad 1 og kolonne 1.

Determinant ved kofaktorekspansjon

11 2 17 4
. 7 395 .
Kofaktorekspansjonav | , ¢ - ,|langs 3. kolonne:
3 4 3 4
. 1102 17 4 112 17 4 1102 17 4
A1 2 17] 4
7] - . 5 7 3 9 5 73 9 5
7 3 9 5 7 319]5 5 74
2 8 7 4 2 8 7 4 2 8 4 8 -
34 3 4 3 4 3 4 3 43 4 3 4[3]4
] 735 o |r2al| 0 124 1124
(D317 2 8 4||(-1)%F3.9 2 8 4[|(-1)3*F3.-7| 7 3 5[[(-1)**3.3{ 7 35
344 3 44 3 44 2 84
=17 44 =(-9)-(-232) | =(=7) 138 = (=3)-472
=748 = 2088 = —966 = —1416

Det = 748 4 2088 — 966 — 1416 = 454

Cramers regel

La D # 0 veere determinanten til koeffisientmatrisen til likn-
ingssystemet

anxi + -+ a1pT, = by

2121 + -+ + 2Ty, = b

Da har likningssystemet lasningen

by a2 - ain
by azs -+ aon
bn Ap2 - Qpn
xr1 = D ,
air b1 - ain
as1 by - aon
anl bn cr Qpn
To = D )
a;n a2 - by
a1 Q2 - by
apl Ap2 - bn
y, Tn =




Egenverdi og egenvektor

La A veere en kvadratisk matrise. Et tall A kalles en egenver-
di for A hvis det finnes en vektor Z # 0 slik at

AT =\7T

7 kalles en egenvektor for A med ) som tilherende egen-
verdi. Vi har da at
AVE =\

Egenverdiene til matrisen A er de tallene A som gir

det(A — AI) =0

Metode for a finne egenverdiene og egenvektorene

1. Regn ut determinanten det(A — AI), som blir et poly-
nomi A av grad n.

2. Los likningen det(A — M) = 0. Egenverdiene til A
er alle lesningene A av denne likningen. Eventuelle

komplekse losninger regnes ogsa som egenverdier til
A.

3. For hver reell egenverdi ), los likningen (A — A)X =
0. De lesningene X som ikke er lik 0, er egenvektorene
til A med X som tilherende egenverdi.

Lengden (eller normen) til ¥’ er den ikke-negative skalaren

Tl =VTeT =/t 45+ +0% og TIF=TeT

Gram-Schmidt-prosessen

= =
HVIS{Il, Ty

o — =
sd er {v7, va,...

, Zp} er en basis for et underrom W i R",
, U} en ortogonal basis for W der

— —
V1= T1
— =
— = ZT2® U1
V2 = T2 — = = V1
V1@ Uy
- = - =
- = T3 ® U1 r3® Vo
V3 =23 - = = V1~ = _— VU2
v @ Uq Vo ® Vg
- = - =
- = Tp® V1 Ip® Vo p® Up—1 —
UVp = Tp — =  — V11— = — V22— = — Vp—-1
v e U Vg ® Uy Up—1® Up_1
I tillegg sé har vi
— — — —
Span{1,..., V) } = Span{1,..., Tk} forl <k<p

. — = — o . o
En ortonormal basis { w1, ws, ..., Uy} far vi ved & dele hver
av vektorene i den ortogonale basisen pa sin egen norm:

— 1
k= 17— Yk
V%]l

forl1<k<p

Omforming av uttrykket a cos wt + bsin wt

La a, b og w veere gitte tall # 0 med w > 0. Funksjonen
f(t) = acoswt + bsinwt
kan skrives pa formen

ft) = Ccos(w(t —to))

der (C, wty) er polarkoordinatene til punktet (a, b).
Spesielt har vi

C=+a%+1b? og

Vinkelen wty ligger i intervallet [0, 27) og herer til samme
kvadrant som punktet (a, ).

tan(wty) = b
a

Forste ordens inhomogen linezer differentiallikning

y' +p(t)y = g(t)

har lesningen
y=eF® /ep(t)g(t) dt + Ce=P®
der P(t) er en vilkarlig antiderivert av p(t)
Hoyere ordens differensialligninger med konstante koeff-

isienter

En hoyere ordens differensialligning med konstante koeff-
isienter er en ligning

any™ + -+ asy® + asy” + a1y’ + aoy = f(t)

Komplementaer / homogen lesning
Den tilhorende homogene differensialligningen far vi ved a
bytte ut hoyresiden f(¢) med 0. Vi far da

any™ + -+ agy® + asy” + a1y + agy = 0

Vi lgser en homogen hoyere ordens differensialligninger
med konstante koeffisienter ved forst a lose den karakteris-
tiske ligningen

A" 4 -+ azr® +agr? +ayr +ag =0

som har retter ry, 73, . .., 7,. Deretter finner vi losningene
Y1,Y2, - - ., Yn til den homogene differensialligningen ved
folgende regel:

Hvis 7, = a + bi, og denne roten har forekommet m ganger
for, er

yr(t) = {

Den komplementeere losningen yc er da

tme? cos(bt)
t™me? sin(bt)

hvisb >0
hvisb < 0

«ploss rimer pa cos»
«minus rimer pd sinus»

Yyoc=c1-yy1+c2-yY2+-+¢cn-Yn

Partikuleer losning

Partikuleer lesning kan du finne nar du kjenner

Y1,Y2, -, Yn. Hvis differensialligningen var av 2. orden har
du kun 2 lgsninger y; og 2, og da har du en snarvei for yp
som ser slik ut (bruk ikke +C for integralene):

e ey

der |W| er Wronski-determinanten av yu, ya:

wi=| Y %
Y1 Y2




Hvis differensialligningen er av ordenn > 2, kan du
ikke bruke denne snarveien. Da ma du lese folgende ma-
triseligning (Vi anbefaler Cramer’s regel!):

(1 Y2 “ Un uf (t) 0
Y1 Ya Yn us(t) :
: : : a 0
gD Y Y up (1) f@)

Deretter finner du u(t) = [ u/(t)dt (bruk ikke +C for inte-
gralene), og til slutt

Yp = U1 - Y1 t U2 Y2+ Uy - Y

Om dette heftet

Dette heftet er laget som en skreddersydd formelsamling til
et kurs i linezer algebra og differensiallikninger ved UiA i
Grimstad. En del av stoffet er oversettelser av definisjoner
og teoremer fra Lay (2006), Kohler and Johnson (2006) og

Gulliksen (1998). Noe stoff er ogsa inspirert av formelsam-
lingen til Haugan (2007). Kommentarer og rettelser er meget
velkomne, og medferer finnerlenn ved alvorlige feil.

Dette er versjon 6. Siste versjon ber ligge her:

trondal.com/lindiff.pdf

(&) @ Jostein Trondal, 20. mai 2009
jostein@trondal.no
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Laplacetransformasj on

ft) L)} = [y e f(t)
f(t) F(s)
af(t) + bg(t) aF(s) + bG(s)
f sF(s) = £(0)
f" s?F(s) = s£(0) = f'(0)
Fo s"F(s) = s"71f(0) — - = f77H(0)
[t —a)ut —a) | em*F(s)
) F(s —a)
t
Jo f(7) SE(s)
tf(t) —F'(s)
t o}
o JCF
Parallellforskyving
ft) F(s) ft) F(s)
N N
g0y |7 s —a) ft—aputi—a) |7 ey
ft)  — F(s) F(s) — | f®)
1 1 11 1
et 1 2 1 eat
t/m 83% 3 égl/z 23/t/m
n ! 1 1 n—
t S;{Lﬁ' 4: 5 X Wt 1
tneat (s—Zj"+1 5 R o=y 1)’ (tn 1 at)
at bt a—b 1 1 at bt
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